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  چکیده
 مورد ندهافرآی سازيمدل جهت سیستم رفتار نماینده عنوان به زیادي متغیرهاي هیدرولوژي در  

 سوال زیر را سازيمدل نهایی نتایج صحت متغیرها این کردن فرض مستقل گیرند.می قرار بررسی
 متغیر چندین غیره) و خشکسالی (سیل، هیدرولوژي هايپدیده و مسائل از بعضی در طرفی از برد. می

 و وابستگی همدیگر با متغیرها این خود که دهندمی قرار ثیرأت تحت را پدیده حالی در و بوده ثرؤم
 این گرفتن نظر در بدون متغیرهایی چنین براي آماري هايتوزیع از استفاده دارند. همبستگی
 متغیرهاي ايحاشیه هايتوزیع بین ارتباط نستندا بنابراین، افزاید.می هاقطعیت عدم بر هاهمبستگی

 هیدرولوژیکی وقایع شناخت در تواند می ها وابستگی این بر حاکم قوانین درك منظور به مختلف
 رویکردهاي از باید ها تحلیل نتایج به اطمینان افزایش منظور به لذا شود. واقع ثرؤم بسیار شده مشاهده
 چند توزیع توابع از استفاده متغیره، چند هاي تحلیل انجام سنتی روش. نمود استفاده متغیره چند آماري
 بودن یکسان و اي حاشیه هاي توزیع بودن مشخص توابع این از استفاده در اما باشد.  می کلاسیک متغیره

 براي تر مناسب روش است. مواجه محدودیت با هاروش این از استفاده لذا ،بوده الزامی ها آن نوع
                                                             

  aidin.kornejady@gmail.com  :مکاتبه مسئول*
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 از استفاده است، آمده قئفا کلاسیک متغیره چند توابع هاي محدودیت بر که متغیره چند هايتحلیل
 که است داده نشان کاربردي ریاضی مطالعات در اخیر هاي پیشرفت .باشد می )کاپولا( مفصل توابع
 جهت مقاله این لذا باشد.می وابسته متغیرهاي آماري رفتار بررسی براي مفید ابزاري مفصل توابع

 کاربردهاي و کارکرد نحوه و توسعه تاریخچه بررسی به هیدرولوژیکی فرآیندهاي متغیره چند تحلیل
  پردازد.می تصادفی - کیهیدرولوژی سازيمدل در کاپولا رایج توابع

  
  استوکاستیک هیدرولوژي ،دومتغیره هايتوزیع مفصل، تابع ،کاپولا :کلیدي هايواژه

  
  مهمقد
 کاربردي هیدرولوژي زمینه دو در هیدرولوژي علم زمینه در شده انجام اقدامات کلی طور به  

 از وسیعی محدوده هیدرولوژي قطب دو این .باشدمی یلی)ل(تح نظري هیدرولوژي و (مهندسی)
 و (فیزیکی) قطعی بخش دو به نیز نظري هیدرولوژي گیرند.می دربر را مطالعات و هافعالیت

 نخستین شود.می تقسیم نوین) و کلاسیک دوره دو در تجربی -احتمالاتی -آماري( 1استوکاستیک
 متغیرهاي تمام که نداهداشت اظهار طبیعت از خود مستقیم مشاهدات پایه بر هیدرولوژي، محققان

 تغییرات بررسی باشند.می احتمال قوانین تحت زیاد یا کم مقدار به و اندتصادفی ذاتاً هیدرولوژیکی
 ).1993 همکاران، و (مارکو است هشد معرفی استوکاستیک هايروش عنوان به متغیرها زمانی -مکانی
 توسط و بوده متغیره چند و تصادفی ،خشکسالی سیل، رواناب، بارش، مانند لوژیکیهیدرو هاي پدیده

 مستقل صورت به بوده، وابسته هم به ها مشخصه این شوند. می بیان بزرگی و مدت شدت، هاي مشخصه
 صورت به هیدرولوژیکی هاي پدیده تحلیل با لذا .ندگذار ثیرأت دیگري بر کدام هر و نکرده تغییر هم از

 آن از دقیقی و کامل ارزیابی و هداد نشان را آن هاي مشخصه بین همبستگی معادله توان نمی متغیره تک
 از تا گردد میرست و تعیین مناسبی احتمالاتی توابع شود می سعی هیدرولوژیکی يها داده براي .کرد هئارا

 تحقیقات بر مبتنی کرد. محاسبه مختلف احتمالات ازاي به را نظر مورد متغیر مقدار بتوان هاآن روي
 آن از ناشی خسارات و پدیده مقدار زیاد یا کم برآورد به منجر متغیره تک هايروش از استفاده پیشین،
 تئوري نظر از ).2001 همکاران، و یو و 1994 همکاران، و برونیو ؛1987 سالاس، و (رینال شد خواهد

 صورت  به که هایی داده است. مشخص آنان هاي معادله که دارد وجود مختلفی احتمالاتی توزیع توابع
                                                             
1- Stochastic 
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 با که تابعی بهترین و شده داده برازش تئوري توزیع توابع این با اند،شده ثبت و گیري اندازه تجربی
 احتمال هر ازاي به آن روي از تا شودمی برگزیده احتمال توزیع تابع عنوان  به دارد مطابقت هاداده

  ).2010 (علیزاده، آید دست به هیدرولوژي متغیر مقدار نظر مورد

 برازش اي مشاهده هاي داده بر دقیقاً تواند نمی آماري توزیع هیچ که است ضروري نکته این ذکر  
 انتخاب توزیع بهترین عنوان به ها توزیع سایر با مقایسه در توزیعی توابع از یکی و باشد داشته خوبی

  .)2006 ،همکاران و شیائو( گردد می
 میان تصادفی وابستگی و همبستگی مفاهیم ،هیدرولوژي در تصادفی متغیرهاي سازي شبیه در  

 به قادر اي رتبه و خطی همبستگی ضرایب که آنجا از است. برخوردار اي ویژه اهمیت از متغیرها
 هاي روش تصادفی متغیرهاي سازي شبیه در اخیراً لذا نیستند، کامل طور به مفاهیم این گیري اندازه

 ترین مهم جمله از که است شده داده توسعه متغیرها میان تصادفی وابستگی گیري اندازه براي جایگزینی
 در آن از پس و شد معرفی 2اسکلار توسط 1959 سال در کاپولا است. 1کاپولا روش ها، روش این

 میلادي هشتاد دهه در .گرفت قرار استفاده مورد احتمالات، و آمار علم زمینه در فراوانی تحقیقات
 توزیع تهیه جهت کاپولا یک شد. شروع مالی محاسبات و اقتصاد علم در توابع این از کاربردي استفاده

 کاپولا واقع در باشد.می تربین واقع نتیجه در کندمی استفاده تريمناسب هايالگوریتم از متغیرها توأم
 با .برعکس و باشدمی متفاوت ايحاشیه توزیع داراي وابسته متغیرهاي از توأم توزیع ساخت به قادر

 هايتحلیل و محاسبات در بیشتر روش این کاربرد بورس، بازارهاي در بینی پیش اهمیت به توجه
 قبیل از افرادي بعد به 2003 سال از .)1998 والز، و (فریس است بوده آماري علوم و مالی بازارهاي

 که طوري به اندشده پیشگام هیدرولوژي بخش در کاپولا توابع از استفاده در گنست و فاور سالوادوري،
 کبک در یزآبخ حوزه دو هیدرولوژیک متغیرهاي سازيمدل در کاپولا از ،)2004( همکاران و فاور

 را هیدرولوژي مباحث در موجود متغیرهاي بین همبستگی نمودند بیان هانآ کردند. استفاده کانادا
 یک سنتی بینی پیش هاي روش به نسبت بهتري نتایج و کرد سازي مدل روش این از استفاده با توان می

 تحلیل شامل لوژيهیدرو مختلف هاي نهیزم در سرعت به مفصل توابع مفهوم آن از پس .داشت متغیره
 ؛2007 ،همکاران و گینست ؛2006 ،همکاران و شیائو ؛2005 ،همکاران و میلچه دي( سیلاب فراوانی

 متغیره چند تحلیل )،2013 همکاران، و عباسیان و 2012 ،همکاران و چن ؛2009 ،اوآدرا و چبنا
                                                             
1- Copula 
2- Sklar 
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 ؛2008 ،گوینداراجو و کائو ؛2007 ،سینگ و ژانگ ؛2006 ،میچله دي و (سالوادوري بارش خصوصیات
 خصوصیات متغیره چند تحلیل )2012 ،همکاران و ژانگ و 2009 ،سردینالدي ؛2008 ،سردینالدي
 ،همکاران و امیدي ؛2008 ،همکاران و ونگ ؛2006 ،شیا ؛2004 ،میچل و (سالوادوري خشکسالی

 ،)2011 ،عبدالحسینی و 2014 ،همکاران و آبادي نجف میرعباسی ؛2012 ،همکاران و میراکبري ؛2010
 پیش تحقیق است. گرفته قرار بررسی مورد )2014 همکاران، و (ژانگ رواناب و رسوب توأم احتمال و

 رایج، توابع تشریح تئوري، مباحث بررسی به ها،کاپولا زمینه در شده انجام منابع مرور بر تکیه با رو
  .پردازدمی تابع بهترین انتخاب نحوه نهایت در و کاربردها

  
  ها روش و مواد

 برازش احتمال توزیع ترین مناسب باشند، تصادفی متغیرهاي Y و X شود فرض اگر: ايحاشیه توزیع
 X متغیر اي حاشیه توزیع ،Y تصادفی متغیر توزیع گرفتن نظر در بدون X تصادفی متغیر بر شده داده
 توزیع تابع یا )PDF1( احتمال توزیع تابع شکل دو به که ،طور همین نیز Y متغیر براي و باشد می

 نشان زیر شکل به Y و X تصادفی متغیرهاي اي  حاشیه توزیع است. نمایش قابل )CDF2( تجمعی
  ).2 و 1 (روابط شود می داده

(ݔ)ܨ 	= 	ܲ[ܺ	 ≤                                                                             )1( رابطه        [ݔ	
(ݕ)ܩ 	= 	ܲ[ܻ	 ≤                                                                                 )2( رابطه [ݕ	
   

 و X تصادفی متغیرهاي که این احتمال که است تیاحتمالا توزیع تابع یک توأم توزیع تابع: توأم توزیع
Y و اتصال از توأم توزیع دیگر عبارت به دهد،می ارائه را گیرند قرار مشخص عددي بازه یک در 

   .شودمی 3 رابطه بقال در که شود می حاصل Y و X ايحاشیه توزیع دو ترکیب
(ݕ,ݔ)ܪ  	= 	ܲ[ܺ	 ≤ ,	ݔ	 ܻ	 ≤ )3( رابطه                                                                     [ݕ	   

  

  اند. مشاهده قابل سبز) (رنگ توأم توزیع و قرمز) و آبی (رنگ اي حاشیه هاي توزیع 1 شکل در  

                                                             
1- Probability Distribution Function 
2- Cumulative Distribution Function 
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  .سبز) (رنگ دومتغیره توأم و قرمز) و آبی (رنگ ايحاشیه هاي توزیع -1 شکل

 
 مطالعات در متغیره چند روابط (غیرخطی) سازي مدل رکاپولاد کاربرد لحاظ به هاکاپولا: کاپولا

 سیلاب ،خشکسالی سازي مدل خطر، ارزیابی متغیره، چند فراوانی آنالیز مثل هواشناسی و هیدرولوژي
  .ندا شده واقع محققان علاقه مورد آماري زمین هاي  درونیابی و

 واژه باشد. می گره و اتصال لینک، معنی به لاتین اي واژه کوپولا) (یا کاپولا کلمه: کاپولا تاریخچه
 توزیع توابع کننده متصل توابع عنوان به ،)1959( اسکلار توسط ریاضی و آمار علم در بار اولین کاپولا
 مورد در مقاله اولین شدند. معرفی متغیره، چند توأم توزیعی توابع تشکیل منظور به بعدي یک اي حاشیه
 کاپولا .شد منتشر تصادفی متغیرهاي بین وابستگی عنوان با )،1981( ولف و شوایزر توسط کاپولا
 2003 سال از شد گفته که طور همان و یافته توسعه 1999 سال در نلسون و 1997 سال در جو توسط

   است. شده گرفته کار به بیشتر هیدرولوژي علم در بعد به
 توابع از اي مجموعه که است پذیر انعطاف ریاضی تکنیک یک کاپولا کلی طور به: کاپولا خصوصیات

 را متغیره چند تجمعی احتمال تابع یک و متصل یکدیگر به را متغیره تک اي حاشیه تجمعی احتمال
 دهنده پیوند و بوده متغیرها بین خطی غیر وابستگی و ارتباط بر  نیتمب کاپولا واقع در .کندمی تولید
 متغیره ندچ توزیعی توابع که هستند توابعی کاپولا نظر، نقطه یک از .است اي حاشیه توابع و توأم توزیع

 یک هاي حاشیه داراي دیگر طرف از و دهند می اتصال ها آن بعدي یک اي حاشیه توزیعی توابع به را
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 احتمال توابع از شکلی هر ترکیب به قادر اصولاً هاکاپولا باشند. می ]0،1[ بازه در یکنواخت بعدي
 توانند می اي حاشیه هاي توزیع متغیره، چند مدل یک ساخت براي زیرا باشند.می اي حاشیه تجمعی

 توزیع از اي حاشیه تابع متغیره، دو توزیع توابع مانند نیست نیازي و شوند انتخاب هم از مستقل طور به
 هايبخش در متغیرها همبستگی درجه تغییرات تشریح به قادر کاپولا که آن ترمهم کند. تبعیت خاصی
 متغیرهاي سازيشبیه هاي روش سایر در خصوصیت این که باشد، می توأم احتمال توزیع مختلف
 تصادفی متغیر P اي حاشیه توزیع عبتوا دهنده اتصال کاپولا شود.نمی مشاهده تصادفی

ቀܨଵ(ݔଵ),ܨଶ(ݔଶ), … ,1ݔ)ܨ) ها آن توأم توزیع تابع و ௣൯ቁݔ௣൫ܨ, ,2ݔ … ,  با کهطوري به ،بوده ((݌ݔ
 و است ارزیابی قابل آن دهنده تشکیل محتمل اي حاشیه توابع مجموعه توأم توزیع تابع یک داشتن

   ).5 و 4 (روابط برعکس
ܥ ቀܨଵ(ݔଵ),ܨଶ(ݔଶ), … ௣൯ቁݔ௣൫ܨ, = ,ଵݔ)ܨ ,ଶݔ … , )4( رابطه                                         (௣ݔ  

  و
F1(X1) = U1  ,   F2(X2)= U2  ,    Fp (Xp)= Up 

  نتیجه: در
ଶݑ,ଵݑ൫ܥ , … ௣൯ݑ, = Pr	( ଵܷ ≤ ଵ,ܷଶݑ ≤ ,ଶݑ … ,ܷ௣ ≤ )5( رابطه                                (௣ݑ  

  
 گیرند.می قرار ]0،1[ بازه در متغیرها این از کدام هر مقادیر که است ضروري نکته این به توجه  

 × ]0،1[ واحد ابعاد به مربعی در (ݕ)ܩ	,(ݔ)ܨ نقطه یک به منجر )U1, U2( جفت هر دیگر، عبارت به
 توأم توزیع عنوان به ]0،1[ بازه در مقداري داراي خود نوبه به داده، جفت این و شود می ]0،1[

  باشند. می (ݕ,ݔ)ܪ
 تصادفی متغیرهاي از توأم توزیعی تابع یک کاپولا: کاپولا بر حاکم کلی قوانین و خصوصیات

   .شود  بیان )6( رابطه صورت به تواندمی متغیره دو يکاپولا یک است. پیوسته یکنواخت
C : [0,1]2 → [0,1]                                                                           6( رابطه(        

  

 به که باشد می زیر هاي شرط داراي تصادفی متغیر دو کردن فرض مستقل با کاپولا نوع ترین ساده  
  ).8 و 7 (روابط گویند 1مستقل يکاپولا آن

                                                             
1- Independent Copula 
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1) C(u,v), if v=1 or u=1 => C(u,1) or C(1,v) = u or v            7( رابطه(                       
2) C(u,v), if v=0 or u=0 => C(u,0) = C(0,v) = 0 8( رابطه(                                          

  

 لاحطاص به و چسبدمی کف به کاپولا تابع که است شرایطی بیانگر )8 و 7 (رابطه اول شرط  
Grounded شود. می  

 صعودي صورت در که آنست بیانگر کند،می تضمین را متغیر دو 1بودن صعودي که بعدي شرط  
 یا بزرگتر باید )I3 یا I2( کاپولا تابع محدوده در )VH(B)( مستطیل هر حجم تصادفی، متغیرهاي بودن

 کاپولا بعدي چند یا بعدي دو فضاي در فرضی برش یک از حاصل حجم واقع در ؛باشد صفر مساوي
  ).9 (رابطه .باشد مثبت همیشه بایستمی

3) C(u,v)=VH([0,u]*[0,v])= V(u2, v2) - V (u2, v1) - V (u1, v2) + V (u1,v1) ≥ 0 9( رابطه(   

 اگر
u2≥u1 ,  v2≥v1 ,  u1,  u2,  v1,  v2 ∈ [0,1] 

   

 متغیره چند توابع با بعدي تک توزیع توابع ارتباط بیان براي مفصل توابع از بار اولین براي راسکلا  
   .)1959 ،اسکلار( کرد استفاده ها نآ

 )10( رابطه صورت به تواند می F بعدي، n توزیع تابع هر براي که داد نشان اسکلار: اسکلار قضیه
  باشد.

,ଵݔ)ܨ … , (௡ݔ 	= ,(ଵݔ)ଵܨ	)	ܥ	 …                                           )10( رابطه        ((௡ݔ)௡ܨ,
  

F1,…,Fn نام به کاپولا تابع یک باشند پیوسته توابع این اگر هستند. اي حاشیه توزیعی توابع C وجود 
 شود.می بیان )11 ( رابطه صورت به که دارد

C(u1,…,un) = F(F1
-1(u1), … , Fn

-1(un)),  0≤u1 , ……, un≤1   11( رابطه(                        
  

F1) آن در که
-1(u1), … , Fn

-1(un) باشد. می ايحاشیه تابع مقابل در توزیع تابع  
  

                                                             
1- Increasing 



و همکاران مند عبدالرضا بهره

8 

 در باشد، (ݕ)ܨ و (ݔ)ܨ اي حاشیه توزیع با توأم توزیع تابع یک H کنید فرض دیگر عبارت به  
 ايحاشیه و توأم توزیع توابع ،ݕ	 و ݔ هر براي که طوري به دارد وجود C مانند مفصل تابع صورت این
  د.سازمی مرتبط هم با )12( رابطه صورت به را

(ݔ)ܨ	                                                             )12( رابطه 	= (ݕ)ܨ				,				ݑ	 	= 				ݒ	 →
,ݔ)ܪ	 (ݕ = ,(ݔ)ܨ)ܥ	          	((ݕ)ܨ

 به و یکتاست C مفصل تابع آنگاه باشند، پیوسته اگر که هستند ايحاشیه توزیع توابع (ݕ)ܨ و (ݔ)ܨ
   .شودمی ئهارا 13 رابطه صورت

C(u, ν) = H(F1                                                       13 رابطه
-1(u), F-1(ν)),  0≤u , ν≤1  

  .)1997 (جو، باشند می (ݕ)ܨ و (ݔ)ܨ ايحاشیه توابع ν و u ترتیب به آن در که
  

 در کاپولا توابع تمامی شود. محدود تابع دو توسط بایستی کاپولا تابع هر: کاپولا قبول قابل حدود
 )15 رابطه( 3 شکل مطابق پایین حد و )14 رابطه( 2 شکل مطابق بالا حد دو بین خالی فضاي

Fréchet - Hoeffding گیرند.می قرار  
(ଶݑ,ଵݑ)௎ܥ                                                    )14( رابطه  = min{ݑଵ,ݑଶ} ݑ, ∈ [0,1]ଶ  

(ଶݑ,ଵݑ)௅ܥ = max{0,ݑଵ + ଶݑ − 1} ݑ, ∈ [0,1]ଶ                                          15( رابطه(  

  

                       
  
 کاپولا در Fréchet - Hoeffdingحد پایین  -3شکل  کاپولا در Fréchet - Hoeffdingحد بالاي  -2شکل   
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  شود. می محدود )16( رابطه صورت به Fréchet - Hoeffding پایین و بالا حد با کاپولا هر
(ଶݑ,ଵݑ)௅ܥ ≤ (ଶݑ,ଵݑ)ܥ ≤ ଵݑ)௎ܥ ݑ∀,(ଶݑ, ∈ [0,1]ଶ 16( رابطه(                                  
                                

 در کاپولا توابع از استفاده مهم مزایاي و هاویژگی از شد گفته قبلاً که طور همان: همبستگی ضرایب
 واقع در و گیرندمی نظر در را متغیرها بین همبستگی توابع این که ستا این متغیرهچند هايتوزیع
  کنند.می لحاظ نیز را متغیرها بین همبستگی ساختار توابع این حتی بلکه نیست متغیر استقلال به نیازي
 به را وابستگی مقدار که دارد وجود مولد نام به پارامتري ،کاپولا تابع برآورد براي که این علت به  

 ضریب دو شود. مشخص همبستگی ضریب مقدار بایستی دارد خود در مقیاس بدون صورت
  اند. شده آورده ادامه در گیرندمی قرار استفاده مورد منظور این به که اسپیرمن رو و کندال تاو همبستگی

 مشاهدات مثال براي متغیر، دو بین تطابق درجه گیرياندازه براي ضریب این: کندال تاو ضریب
 بین ناهماهنگی اگر و یک، با برابر ضریب باشد، عالی متغیر دو بین تطابق اگر شود. می استفاده جفتی،

 مفهوم باشد.می -1 و 1 بین مقادیر ،دیگر يهادسته براي است. -1 بربرا ضریب باشد زیاد متغیر دو
 رو ضریب همانند ضریب این محاسبه باشند.می مستقل کاملا متغیرها که است این صفر ضریب

 از نمونه یک براي کندال تاو ضریب برآورد گیرد.می انجام ها داده از اي مجموعه در اسپیرمن،
 بود. خواهد )17( رابطه صورت به n مشاهدات

߬̂ = ஼ି஽
஼ା஽

= ஼			ି ஽
೙.(೙షభ)

మ

= ஼			ି ஽
[௡ଶ]

= ஼			ି ஽
೙!

మ!	(೙షమ)!

    )17( رابطه                                                    
  

  باشد.می ناهماهنگ هاي جفت تعداد 2D و هماهنگ هاي جفت تعداد 1C آن در که
  

 تاو مانند و بوده متغیر دو بین تطابق درجه بیانگر و پارامتري غیر ضریب یک: اسپیرمن رو ضریب
 بودن نرمال فرض و کم ها داده تعداد که صورتی در .شودمی حاسبهم ها داده از اي مجموعه در کندال

 ها داده رتبه اساس بر که همبستگی ضریب دیگر عبارت به شود. می استفاده آن از نباشد، معقول هاآن
  ).18 (رابطه شودمی محاسبه اسپیرمن رابطه از استفاده با شود، می محاسبه

ොߩ = 1 − ଺∑(ௗ௜మ)
௡(௡మିଵ)

  )18( رابطه                                                                                            
  باشد.می هاداده رتبه بین اختلاف di که

                                                             
1- Concordance 
2- Discordance 



و همکاران مند عبدالرضا بهره

10 

 ناپارامتریک و پارامتریک دسته دو در کلی طور به که دارند گوناگونی انواع هاکاپولا: کاپولا انواع
 و مقاله این در ازینرو بوده، پارامتر از استفاده در پارامتریک هايلاکاپو ارجحیت شوند.می بنديتقسیم
 کمک به ورودي هايداده با کاپولا برازش واقع در .اندگرفته قرار توجه مورد شده انجام تحقیقات سایر

 محسوب متریکراناپا هايکاپولا براي محدودیتی که اينکته است، پذیرامکان پارامترها این تخمین
 بنا دارند. آن با معینی ریاضی رابطه و باشندمی متغیرها وابستگی شدت نماینده پارامترها این شود.می
 بود خواهند متفاوت هم با نیز نتایج ،مختلف پارامتریک هاي کاپولا در متفاوت پارامترهاي از استفاده به

 .)2000 (دورلمان،

 چگالی تابع همراه به هیدرولوژیکی مباحث در مرسوم پارامتري یک متغیره دو توابع از نوع هشت  
  اند. شده آورده 1 جدول در مربوطه احتمال
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  .)2000 (دورلمان، هیدرولوژي در پرکاربرد پارامتري یک دومتغیره يکاپولا توابع -1 جدول
  مفصل تابع نام  مفصل تابع رابطه  احتمال چگالی تابع  ملاحظات

−1 ≤ ߠ ≤ 1 
C(u, v)

=
[1 − θ(1− u)(1− v)](1− θ) + 2uv

[1− θ(1 − u)(1 − v)]ଷ
 C(u, v) =

uv
1 − θ(1− u)(1 − v)

 Ali-Mikhail-
Haq 

ߠ ≥ 0 

C(u, v)

=
C(u, v)

uv
{1 − ൣ(−lnu)ି஘ + (−lnv)ି஘൧ି

ଵ
஘ିଵ

× ൣ(−lnu)ି஘ିଵ + (−lnv)ି஘ିଵ൧

+ ൣ(−lnu)ି஘ + (−lnv)ି஘൧ି
ଵ
஘ିଶ

× [(−lnu)(−lnv)]ି஘ିଵ[1 + θ

+ ൣ(−lnu)ି஘ + (−lnv)ି஘൧
ଵ
஘]} 

C(u, v) = uv	exp	{[(−lnu)ି஘ +
(−lnv)ି஘]

భ
ಐ}  Galambos  

ߠ ≥ 1 

C(u, v)

= C(u, v)
[(−lnu)(−lnv)]஘ିଵ

uv
ൣ(−lnu)஘

+ (−lnv)஘൧
ଶ
஘ିଶ

× ቊ(θ − 1)ൣ(−lnu)஘ + (−lnv)஘൧ି
ଵ
஘ + 1ቋ 

C(u, v) = 	exp	{−[(−lnu)஘ +
(−lnv)஘]

భ
ಐ} 

Gumble-
Hougaard 

ߠ ≥ 0 
C(u, v) = (θ + 1)(uି஘ + vି஘

− 1]ି
ଵ
஘ିଶ(uv)ି஘ିଵ 

C(u, v) = (u஘ + vି஘ − 1]
భ
ಐ} Clyton 

ߠ ≠ 0 
C(u, v)

= −
θeି஘(୳ା୴)(eି஘ − 1)

[eି஘(୳ା୴) − eି஘୳ − eି஘୴ + eି஘]ଶ
 

C(u, v)

= −
1
θ

ln	[1 +
(eି஘୳ − 1)(eି஘୴ − 1)

eି஘ − 1
 

Frank 

ߠ ≥ 0 

C(u, v) = [൫1 + (θ − 1)(u + v)൯ଶ

− 4θ(θ − 1)uv]
ଷ
ଶ

× θ[1
+ (θ − 1)(u + v
− 2uv)] 

C(u, v) =
1

2(θ − 1)
{1 + (θ − 1)(u

+ v) −
× ቂ൫1
+ (θ − 1)(u
+ v)൯ଶ

− 4θ(θ

− 1)uvቃ
ଵ
ଶ} 

Plackett 

ߠ ≥ 0 

C(u, v) = [(1− u)஘ + (1 − v)஘
− (1 − u)஘(1

− v)஘	]
ଵ
஘ଶ 	

× [(1− u)(1
− v)]஘ିଵ[(θ
− 1)+(1 − u)஘
+ (1 − v)஘
− (1 − u)஘(1− v)஘] 

C(u, v) = 1 − [(1 − u)஘ + (1− v)஘
− (1 − u)஘(1

− v)஘]
ଵ
஘ 

joe 

−1 ≤ ߠ ≤ 1 C(u, v) = 1 + θ(1 − 2u)(1 − 2v) C(u, v) = uv[1 + θ(1 − u)(1− v)] 
Fatlie-

Gumble-
Morgenstern 
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 در روند.می شماربه کاپولا توابع پرکاربردترین از حدي، مقادیر و بیضوي ارشمیدسی، هايکاپولا  
 ها توزیع از دسته این تشریح به بیضوي، و ارشمیدسی هايکاپولا تربیش کاربرد به توجه با مقاله این

  .شودمی پرداخته
 کاپولا کاربردي و مهم توابع از یکی بودن متقارن و ارساخت سهولت دلیل  به: ارشمیدسی يکاپولا

  باشد.می )19( رابطه صورت به آن معادلات باشند. می
  

,ݑ)ܥ )19( رابطه (ݒ = ߮ିଵ(߮(ݑ) +                                                                       ((ݒ)߮
  

 رابطه .باشد می منفی غیر و محدب پیوسته، که شودمی شناخته کاپولا مولد عنوان به )߮( فی پارامتر 
 بیان )20( رابطه صورت به تواندمی متغیره دو هاي داده مجموعه براي مولد این و کندال تاو بین کلی
  شود.می

߬ = 1 + 4∫ (ݐ)߮
(ݐ)′߮

ݐ݀
1

0 )20( رابطه                                                                                      
, ν  t = υ  

   باشند.می ارشمیدسی يکاپولا توابع ترینمهم گامبل و فرانک کلایتون، توابع
  )Ѳ( تتا پارامتر یک توسط که بوده متقارن صورت  به و ارشمیدسی يکاپولا خانواده از: فرانک يکاپولا
 نشان را متغیرها وابستگی هک ضرایبی با فرانک يکاپولا در تتا پارامتر ).4 (شکل گرددمی تعریف

   است. ارتباط در ،اسپیرمن) همبستگی ضریب (مثل دده می
  شود.می محاسبه )21( رابطه صورت به فرانک يکاپولا تابع

,ݑ)ܥ ;ݒ (ߠ = − ଵ
ఏ
1]	݃݋݈ + ൫௘షഇೠିଵ൯൫௘షഇೡିଵ൯

௘షഇିଵ
                 )21( رابطه                                 [

  شود.می محاسبه )22( رابطه از فرانک تابع مولد مقدار
߮ఏ(ݐ) = −݈݊	[௘

షഇ೟ିଵ
௘షഇିଵ

             )22( رابطه                                                                         [
  دارد. قرار صفر) جز (به نهایتبی مثبت و نهایتبی منفی بازه در تتا که

 شده داده نشان )24( و )23( روابط در فرانک يکاپولا تتاي پارامتر و کندال تاو ضریب بین رابطه  
  است.

[஽భ(ఏ)ିଵ]
ఏ

= ଵିఛ
ସ

)23( رابطه                                                                                                 
(ߠ)ଵܦ = ଵ

ఏ ∫
௧

௘೟ିଵ
ఏݐ݀

଴ )24( رابطه                                                                                       
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 تربیش وابستگی بیانگر و بوده نامتقارن ارشمیدسی يکاپولا یک کلایتون يکاپولا: کلایتون يکاپولا
   ).5 (شکل است مثبت دنباله به نسبت منفی دنباله در

  شود.می محاسبه )25( رابطه طریق از کلایتون يکاپولا

,ݑ)ఏܥ (ݒ = ఏିݑൣ	ݔܽ݉ + ఏିݒ − 1	, 0൧
ିభഇ                                                        25( رابطه(  

  آید.می دست به )26( رابطه از آن مولد و
߮ఏ(ݐ) = ଵ

ఏ
ఏିݐ) − )26( رابطه                                                                                     (1  

   گیرد.می قرار صفر) جز (به نهایتبی و -1 بازه در تتا که
  شود.می محاسبه )27( معادله صورت به کلایتون يکاپولا تتاي پارامتر و کندال تاو بین رابطه

ߠ = ଶఛ
ଵିఛ

)27( رابطه                                                                                                            
 مثبت دنباله در بیشتر وابستگی دهندهنشان و بوده نامتقارن ارشمیدسی هايکاپولا از یکی: گامبل يکاپولا
   ).6 (شکل باشدمی منفی دنباله به نسبت
 ).28 (رابطه شودمی محاسبه زیر صورت به گامبل يکاپولا

,ݑ)ఏܥ (ݒ = ݁{ି[(ି௟௡௨)ഇା(ି௟௡ ௩)ഇ]
భ
ഇ}                                                               28( رابطه(  

  است. محاسبه قابل )29( رابطه از آن مولد و
߮ఏ(ݐ) = (− ݈݊ ఏ(ݐ )29( رابطه                                                                                           

  گیرد.می قرار نهایتبی و یک بازه در تتا مقدار که
  شود.می محاسبه )30( رابطه از گامبل تتاي پارامتر و کندال تاو ضریب رابطه

෠ߠ = ଵ
ଵିఛ

)30( رابطه                                                                                                            

  شود.می محاسبه هاداده از نمونه یک روي از ෠ߠ و هاداده جامعه به مربوط ߠ فوق هاي فرمول در
  

 هايتوزیع بین همبستگی نمایش به قادر که است این کاپولا این کلیدي مزیت: بیضوي کایپولاي
 آن شعاعی تقارن شکل و روابط بودن نامحدود آن اصلی عیب و بوده مختلف سطوح در ايحاشیه

 صورت به )߬( کندال تاو و )ߩ( رو خطی همبستگی ضریب بین روابط بیضوي هايکاپولا در باشند. می
  ).31 (رابطه باشد می زیر

(ݕ,ݔ)ߩ = గ)	݊݅ݏ
ଶ
)31( رابطه                                                                                       (߬  
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 با که بوده نرمال چندمتغیره کاپولاهاي بیضوي، کاپولاي شکل ترین شایع: گوسن یا نرمال يکاپولا
  ).7 (شکل گردد.می محاسبه )32( رابطه از استفاده

,ݑ)ఘܥ (ݒ = ∫ ∫ ଵ
ଶగ(ଵିఘమ)బ.ఱ ݌ݔ݁ ቄ−

௫మିଶఘ௫௬ା௬మ

ଶ(ଵିఘమ) ቅ ிషభ(௩)ݕ݀ݔ݀
ି४

ிషభ(௨)
ି४ )32( رابطه                  

  

 پارامتر و خطی همبستگی ضریب ρ باشد، متغیره تک استاندارد و نرمال توزیع معکوس F-1 اگر  
  است. نرمال يکاپولا

 

 
  

 کاربرد یک براي مناسب مفصل یا کاپولا تابع: مفصل توابع برازش نکویی آزمون و پارامتر برآورد
 انتخاب براي دهد. می نشان را ها داده بین همبستگی ممکن نحو بهترین به که است تابعی ،خاص
 داده برازش اي حاشیه متغیرهاي بر متغیره تک مختلف هاي توزیع اول، مرحله در مفصل، ترین مناسب

 هايروش ترینمهم از یکی شود. می برآورد نمایی درست حداکثر روش با توزیع پارامترهاي و شده
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 ترین بیش داراي که مفصلی تابع هر است. نمایی درست حداکثر روش ،مفصل توابع پارامتر برآورد
  د.شو می شناخته تابع ترین مناسب باشد، نمایی درست لگاریتم حداکثر مقدار
 معادله حل با برازش، کویین اثبات و نظر مورد هاي داده به توزیع تئوري تابع برازش با کلی طور به  

 مانند آماري افزارهاي نرم امروزه .آورد دست هب مختلف احتمالات اياز به را متغیر مقدار توان می توزیع
SPSS، SAS و Excel، آن يازا به را متغیر مقادیر برازش، نکویی هاي نمایه ارائه و برازش بر علاوه 
 دلیل به نیز احتمال هاي توزیع تئوري توابع حل د.نکن می محاسبه مختلف احتمالات در تئوري توزیع
 براي که جداولی از استفاده با یا عددي هاي روش به معمولاً و نبوده ساده انتگرال محدوده بودن نامعین

  گیرد. می صورت ،اند شده تهیه منظور این
 که دارد وجود گوناگون هاي روش کیهیدرولوژی هاي داده روي تئوري هاي توزیع برازش براي  

  از: عبارتند ها روش این دارند. زیادي کاربرد هیدرولوژي در آن روش چهار
  توزیع پارامترهاي از استفاده روش -
  فراوانی ضریب روش -
  گرافیکی روش -
  مربعات حداقل روش -

 از کار این براي .باشدمی توزیع پارامترهاي از استفاده ،روش ترین ساده فوق هاي روش بین در  
 اما است ساده گشتاور روش شود. می استفاده 2نمایی درست حداکثر و 1گشتاور احتمالات هاي روش
 برعکس ،است برخوردار تريکم دقت از ،باشد کم ها داده تعداد اگر خصوصهب آن از حاصله نتایج
 گیر وقت و پیچیده بسیار آن محاسبات اما بوده، خورداررب زیادي دقت از نمایی درست حداکثر روش
  است.
 بین اختلاف سپس .شود می داده برازش توزیع تابع یک به ها داده ابتدا ،مربعات حداقل روش در  
 انتخاب باشد حداقل آن در اختلاف این که تابعی و محاسبه اي مشاهده هاي داده و تابع از حاصل ارقام
 بهترین انتخاب براي اما ،باشند شده داده برازش احتمال توزیع چند با ها داده است ممکن گردد. می

                                                             
1- Moment 
2- Maximum likelihood 
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 - کلموگروف آزمون و X2 یا 2مربع کاي آزمون مثل 1برازش نکوئی هاي آزمون از بایستی ها آن
  کرد. استفاده K- S یا 3اسمیرنوف

  
  گیرينتیجه

 يکاپولا توابع توزیع شکل و پارامترها محاسباتی، هايالگوریتم شناخت و بررسی به مقاله این در  
 شد. پرداخته استوکاستیک هیدرولوژي در آن جایگاه و کاربرد و )بیضوي و ارشمیدسی توابع( پرکاربرد

 متغیرهچند هايروش از استفاده بودن مفید هیدرولوژیکی متغیرهاي بودن وابسته و تصادفی به توجه با
 نظر به انکارنشدنی امري مفصل، توزیع هايبخش تمام در وابستگی این نظرگرفتن در لحاظ به کاپولا

 تابع کاربرد توسعه قطعاً و بوده موضوع این موید نیز شده انجام تحقیقات بررسی طرفی از رسد.می
 ارائه و فرآیندها صحیح شناخت راستاي در هیدرولوژیکی هايسیستم ریزانبرنامه و مدیران به کاپولا

  کرد. خواهد مناسب هاياستراتژي و راهکارها
 به را ارشمیدسی) يکاپولا جا این (در کاپولا بر مبتنی تحقیق یک اصلی مراحل توانمی کلی طور به  

  کرد: خلاصه زیر شرح
 آن حدود و خصوصیات جمله از  کاپولا شرایط بررسی و ايحاشیه هايتوزیع و متغیرها آنالیز .1

 کندال تاو تعیین جمله از متغیرها پارامتري غیر همبستگی تعیین .2

 ارشمیدسی يکاپولا مختلف انواع براي کندال تاو از استفاده با تتا همبستگی پارامتر برآورد .3
 غیره) و گامبل کلایتون، (فرانک،

 تتا از استفاده با کاپولا مولد تابع تعیین .4

 ارشمیدسی يکاپولا مختلف انواع براي کاپولا احتمال توزیع تابع تعیین .5

 اند.کرده حفظ خود در را متغیرها بین همبستگی خصوصیات که ها کاپولا از یک هر با تصادفی سازي شبیه .6

 هاداده بر شده تعیین هاي کاپولا برازش .7

  کاپولا بهترین انتخاب جهت برازش نکویی آزمون .8

  تخمین جهت برتر ي کاپولا از استفاده .9
  

                                                             
1- Goodness of fit test 
2- Chi square 
3- Kolmogorov- Smirnov 
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 متعددي وابسته تصادفی متغیرهاي با معمولاً هیدرولوژي در پیچیده هاي پدیده: ترویجی هايرهیافت
 این که گرفتهمی انجام متغیره یک هايتحلیل اساس بر بیشتر کلاسیک هايروش .شوندمی مشخص

 علت به کاپولا چندمتغیره هايمدل دلیل همین  به د.شو می ها پدیده ناقص بررسی به منجر تحلیل روش
 در کهطوري به است، گرفته قرار استقبال مورد هیدرولوژي در آسان کاربرد و بودن پذیر انعطاف

 تغییرات دادن نشان علاوه به د.گیرمی قرار استفاده مورد هیدرولوژي با مرتبط مختلف موضوعات
 هاي روش سایر به کاپولا توابع شده سبب ،توأم احتمال توزیع مختلف هايبخش در متغیرها همبستگی

 علم در مختلف موضوعات در است لازم لذا .باشد داشته ارجحیت تصادفی متغیرهاي تحلیل
 سیلاب، هیدروگراف خشکسالی، فراوانی سیلاب، فراوانی بارش، فراوانی بررسی همچون هیدرولوژي

 کاپولا چندمتغیره توابع از بیشتر نظر دقت با متغیره، تک توابع از استفاده جاي  به غیرهو بارش مدلسازي
  .شود استفاده
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Abstract 1 
 In hydrology, numerous variables serve as representative for system behavior to 
model processes. Assuming these variables as independent may question accuracy 
of modeling final results. On the other hand several variables may involve in some 
of the hydrological issues and phenomena (floods, droughts, etc.), and affect the 
phenomenon in a manner that these variables can be interrelated. Applying 
statistical distribution for such variables regardless of this correlation increases 
uncertainty. Therefore, understanding the correlation between the marginal 
distributions of different variables in order to perceive the laws governing these 
dependences may be very promising to identify the observed hydrological events. 
Therefore, In order to increase reliability of analysis results, the multivariate 
statistical approach must be applied. Conventional methods for multivariate 
analysis involve classical multivariate distribution functions. But while using such 
functions, marginal distributions should be known and equal. Hence, applying such 
methods is limited to some extent. More suitable method for multivariate analysis 
that has overcome the limitations of classical multivariate functions is the 
utilization of Joint (Copula) functions. Recent developments in applied 
mathematics' studies have shown that Joint functions are useful tools to study the 
statistical behavior of dependent variables. Hence, the present paper aims to shed 
lights on the history and usages of common Copula functions in stochastic 
hydrology for multivariate analyzing of hydrological processes. 
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